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Êëþ÷åâûå ñëîâà: âû÷èñëåíèå êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé; àëãîðèòì Áåéêñà, àëãîðèòì

Ìóññåðà; àëãîðèòì Þíà.
Èññëåäóþòñÿ èçâåñòíûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé ìíîãî÷ëå-

íà. Â òàáëèöàõ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ñðàâíèâàëîñü

áûñòðîäåéñòâèå ïðîöåäóð ðåàëèçóþùèõ àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíî-

æèòåëåé: ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì, àëãîðèòì Áåéêñà, àëãîðèòì Ìóññåðà è àëãîðèòì

Þíà.

1 Ââåäåíèå

Ôàêòîðèçàöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ çàäà÷, èìåþùèõ ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè.

Çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè ìíîãî÷ëåíîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ áûëà ðåøåíà áîëåå 130 ëåò íà-
çàä â ðàáîòàõ Êðîíåêåðà. Äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäîâ Íüþòîíà è ìåòîäà,
ïðåäëîæåííîãî Ôðèäðèõîì Øóáåðòîì (1793). Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè ïîÿâèëèñü íîâûå áîëåå áûñòðûå àëãîðèòìû.

Ïåðâûì àëãîðèòìîì ôàêòîðèçàöèè ìíîãî÷ëåíà îäíîé ïåðåìåííîé çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ áûë àëãîðèòì Áåðëèêåìïà (1970). Àëãîðèòì Áåðëèêåìïà òðåáóåò âûïîëíåíèÿ
O(nw + n1+o(1)log q) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â Fq [1]. Â 1981 ã. Êàíòîð è Öàññåíõàóç
ïðåäëîæèëè ìåòîä ôàêòîðèçàöèè ìíîãî÷ëåíîâ îäíîé ïåðåìåííîé òðåáóþùèé âûïîëíå-
íèÿ O(n2+o(1)log q) îïåðàöèé â Fq . Ýòîò ìåòîä âêëþ÷àåò â ñåáÿ èñïîëüçîâàíèå òðåõ àë-
ãîðèòìîâ: âíà÷àëå âûïîëíÿåòñÿ àëãîðèòì âûäåëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé (square-free
factorization), çàòåì ê êàæäîìó èç ïîëó÷åííûõ ñîìíîæèòåëåé ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì âû-
äåëåíèÿ ñîìíîæèòåëåé ñ ðàçëè÷íûìè ñòåïåíÿìè ïðè ñòàðøåé ïåðåìåííîé (distinct-degree
factorization), â çàâåðøåíèå ê êàæäîìó ñîìíîæèòåëþ, ïîëó÷åííîìó íà ïðåäûäóùåì ýòàïå,
ïðèìåíÿåòñÿ òðåòèé àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ñîìíîæåòåëè ñ îäèíàêîâûìè
ñòåïåíÿìè ïðè ñòàðøåé ïåðåìåííîé (equal-degree factorization) [2].

Íèäåððàéòåð ðàçðàáîòàë íîâûé ïîäõîä ê ôàêòîðèçàöèè ïîëèíîìîâ îäíîé ïåðåìåííîé
íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè ñî ñëîæíîñòüþ, áëèçêîé ê ñëîæíîñòè àëãîðèòìà Áåðëèêåìïà [3�
5]. Àëãîðèòì Êàëòîôåíà è Øîóïà íàõîäèò ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà îäíîé ïåðåìåííîé â
êîíå÷íîì ïîëå çà ñóáêâàäðàòè÷åñêîå âðåìÿ. Ýòîò ìåòîä îïèðàåòñÿ íà áûñòðóþ ìàòðè÷-
íóþ àðèôìåòèêó è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ áûñòðûõ àëãîðèòìîâ äëÿ áîëüøèõ êîíå÷íûõ
ïîëåé [6].

×òî êàñàåòñÿ àëãîðèòìîâ ôàêòîðèçàöèè ìíîãî÷ëåíîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, îòìåòèì ñëå-
äóþùèå ðàáîòû.

Êàëòîôåí è Òðàãåð ðàçðàáîòàëè àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè ìíîãî÷ëåíîâ ìíîãèõ ïåðå-
ìåííûõ, èñïîëüçóþùèé black box ïðåäñòàâëåíèå [7].



Áåðíàðäèí ðàçðàáîòàë ñõåìó ôàêòîðèçàöèè ìíîãî÷ëåíîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ íàä êî-
íå÷íûìè ïîëÿìè, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå îí ïðåäñòàâèë íîâûé àë-
ãîðèòì âûäåëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé ìíîãî÷ëåíà ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ïðè ýòîì îí
îïèðàëñÿ íà àëãîðèòì Þíà. Íà âòîðîì ýòàïå ïðîèñõîäèò âû÷èñëåíèå ñîìíîæèòåëåé ñâî-
áîäíûõ îò êâàäðàòîâ [8]. Ýòà ñõåìà ôàêòîðèçàöèè áûëà ïðèìåíåíà â ñèñòåìå êîìïüþòåð-
íîé àëãåáðû Maple.

Ðàññìîòðèì ñõåìó ôàêòîðèçàöèè ïîëèíîìîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ F (x1, . . . , xn) íàä ðà-
öèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ ýòàïîâ, ãäå â äîïîëíåíèå ê ñõåìå, ïðåäëîæåí-
íîé Áåðíàðäèíîì, ìû äîáàâèëè ïåðâûé ýòàï. Ââåäåíèå íîâîãî ýòàïà ïîçâîëÿåò óñêîðèòü
âû÷èñëåíèå ñîìíîæèòåëåé ïîëèíîìà â ñëó÷àå, åñëè èñõîäíûé ïîëèíîì ñîäåðæàë ñîìíî-
æèòåëè èìåþùèå ðàçëè÷íûå íàáîðû ïåðåìåííûõ.

Íà ïåðâîì ýòàïå âû÷èñëèì ñîìíîæèòåëè ïîëèíîìà, èìåþùèå ðàçëè÷íûå íàáîðû ïåðå-
ìåííûõ.

Ó ïîëèíîìà F (x1, . . . , xn) ìîæåò áûòü íå áîëåå 2n ñîìíîæèòåëåé hk , êîòîðûå èìå-
þò ðàçëè÷íûå íàáîðû ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîãî ýòàïà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì
îïèñàííîì â [9].

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì F =
∏m

k=1 hk , ãäå m � ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé, èìåþùèõ ðàçëè÷-
íûå íàáîðû ïåðåìåííûõ.

Íà âòîðîì ýòàïå âû÷èñëèì ñîìíîæèòåëè, èìåþùèå ðàçëè÷íóþ êðàòíîñòü.

Íàéäåì ìíîæèòåëè, êîòîðûå âõîäÿò â ïîëèíîì â ðàçíûõ ñòåïåíÿõ: hk =
∏rk

j=1 g
skj
kj , ãäå

ski 6= skj ïðè i 6= j. Ìíîæèòåëè gkj èìåþò òàêîé æå íàáîð ïåðåìåííûõ, êàê è ïîëèíîì
hk. Ïðîöåññ îòäåëåíèÿ òàêèõ ñîìíîæèòåëåé îïèñàí â ïàðàãðàôå 2 . Ïðè ýòîì, åñëè gkj
èìååò ñîìíîæèòåëè, òî êàæäûé èç íèõ âõîäèò â gkj â ïåðâîé ñòåïåíè.

Íà òðåòüåì ýòàïå âû÷èñëèì ñîìíîæèòåëè ïîëèíîìà, ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ.
Ïîñëå ïåðâûõ äâóõ ýòàïîâ ìû ïîëó÷èì ïîëèíîìû gkj , êîòîðûå íå èìåþò êðàòíûõ

ñîìíîæèòåëåé è êîòîðûå ìîãóò ðàñêëàäûâàòüñÿ òîëüêî íà âçàèìíî ïðîñòûå ìíîæèòåëè.
Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ïîëèíîìîâ íàéäåì ìíîæèòåëè â ðàçëîæåíèè gkj =

∏pkj
i=1 fikj . Íà

ýòîì ýòàïå íàéäåì âçàèìíî ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì, îïèñàííûé â [10].
Â èòîãå ïîëó÷èì F (x1, . . . , xn) =

∏m
k=1 hk =

∏m
k=1

∏rk
j=1 g

skj
kj =

∏m
k=1

∏rk
j=1

∏pkj
i=1 f

skj
ikj
.

2 Âûäåëåíèå ñîìíîæèòåëåé, èìåþùèõ ðàçëè÷íóþ êðàò-

íîñòü

Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñðàâíèòü áûñòðîäåéñòâèå ÷åòûðåõ èçâåñò-
íûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé è äàòü ðåêîìåíäàöèè ïî èõ ïðè-
ìåíåíèþ. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå àëãîðèòìà âûäåëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé ïîëèíîìà
F (x1, . . . , xn) , à èìåííî, ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì [11], àëãîðèòì Áåéêñà [11], àëãîðèòì Ìóñ-
ñåðà [12], àëãîðèòì Þíà [13].

2.1 Ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì âûäåëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì âûäåëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé, êîòîðûé øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå [11]. Äàííûé àëãîðèòì õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ ðàçëîæåíèÿ ïîëè-
íîìîâ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ìíîæèòåëåé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ñòåïåíÿõ.



Íà ïðàêòèêå ýòîò àëãîðèòì ïðåäïî÷òèòåëüíåé, ò. ê. âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçâîëüíî âû-
áðàííûé ïîëèíîì èìååò ìíîæèòåëè âûñîêîé êðàòíîñòè, ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ.

Â äàííîì àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè.

GCD(f,g) � ÍÎÄ ïîëèíîìîâ f è g .

Number_Variable(f) � íîìåð ïåðåìåííîé, ïî êîòîðîé èäåò äèôôåðåíöèðîâàíèå.

D(f,i) � ïðîèçâîäíàÿ ïîëèíîìà f ïî ïåðåìåííîé xi .

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì âûäåëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé â ïîëèíîìå ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ.

Àëãîðèòì

Algorithm Standart_Square_Free (f,R)

Input: f ∈ R,R = Z[x1, . . . , xn]

Output: result[ ] = f ii
index :=Number_Variable (f);

number := 0; u :=D (f, index); a :=GCD (f, u);

If (a = 1){
Comment: Åñëè ÍÎÄ (f, u) = 1 , òî ïîëèíîì f íå èìååò êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé.

result[number] := f ;

}else{ a1 :=
f

a
;

While ( a1 6= 1 ){

g :=GCD (a1, a); b :=
a1
g

; result[number] := b;

number := number + 1; a1 := g; a :=
a

g
; } }

return result;

result[ ] áóäåò ñîäåðæàòü ìíîæèòåëè fi êðàòíîñòè i , ãäå i � íîìåð ýëåìåíòà â ìàñ-
ñèâå.

Ïðèìåð.
Ïóñòü äàí ïîëèíîì f(x1, · · · , xn) = f1(x1, · · · , xn)3 · f2(x1, · · · , xn) · f3(x1, · · · , xn)2 ,

f1, f2, f3 �íåïðèâîäèìûå ñîìíîæèòåëè. Â êà÷åñòâå ñòàðøåé ïåðåìåííîé âîçüìåì x1 è
áóäåì âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå ïîëèíîìîâ ïî ýòîé ïåðåìåííîé.

a =ÍÎÄ (f, f ′) = f 2
1 · f3 ; a1 =

f 3
1 · f2 · f 2

3

f 2
1 · f3

= f1 · f2 · f3,

g =ÍÎÄ (f 2
1 · f3, f1 · f2 · f3) = f1 · f3.

Íàéäåì ïåðâûé ñîìíîæèòåëü b1 ïîëèíîìà f êðàòíîñòè 1:

b1 =
f1 · f2 · f3
f1 · f3

= f2 ; a =
f 2
1 · f3
f1 · f3

= f1 ; g =ÍÎÄ (f1 · f3, f1) = f1.

Íàéäåì âòîðîé ñîìíîæèòåëü b2 ïîëèíîìà f êðàòíîñòè 2:

b2 =
f1 · f3
f1

= f3 ; a =
f1
f1

= 1 ; g =ÍÎÄ (1, f1) = 1.

Íàéäåì òðåòèé ñîìíîæèòåëü b3 ïîëèíîìà f êðàòíîñòè 3:

b3 =
f1
1

= f1.

Ïîëó÷èëè ìíîæèòåëè b1, b2, b3 êðàòíîñòè 1, 2, 3 . Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîì f ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå f = f 3

1 · f2 · f 2
3 .



2.2 Àëãîðèòì Áåéêñà âûäåëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì âûäåëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé ïîëèíîìà ìíîãèõ ïåðåìåííûõ,
îñíîâàííûé íà àëãîðèòìå Áåéêñà [11]. Äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óñêîðèòü
îïèñàííûé âûøå ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì â ñëó÷àå, êîãäà ïîëèíîì èìååò íåáîëüøîå ÷èñëî
ñîìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ âõîäèò â ïðîèçâåäåíèå â áîëüøîé êðàòíîñòè. Èäåÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Àëãîðèòì

Algorithm New_Square_Free (f,R)
Input: f ∈ R,R = Z[x1, . . . , xn]
Output: factors_f [ ] = f ii
index :=Number_Variable (f);
number := 0; g := f ; g_derivative :=D (g, index);
While ( g_derivative 6= 0 ){ f := g;

g :=GCD (g_derivative, g); factors_f [number] :=
f

g
;

number := number + 1; g_derivative :=D (g, index); }
While (k 6= 0) do {

if (factors_f [k] 6= 1){

for (i = 1 ; i < k − 1 ; i = i+ 1) do factors_f [i]; =
factors_f [i]

factors_f [k]
; }

k := k − 1; }
factors_f [ ];
Ìàññèâ factors_f [ ] ñîäåðæèò ìíîæèòåëè f1, · · · , fk êðàòíîñòåé 1, · · · , k ïîëèíîìà

f .
Ïðèìåð.
Ïóñòü äàí ïîëèíîì f(x1, · · · , xn) = f1(x1, · · · , xn)3 · f2(x1, · · · , xn)5 òàêîé, ÷òî f1, f2 �

íåïðèâîäèìûå ñîìíîæèòåëè ïîëèíîìà f . Â êà÷åñòâå ñòàðøåé ïåðåìåííîé âîçüìåì x1 è
áóäåì âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå ïîëèíîìîâ ïî ýòîé ïåðåìåííîé.

f = f 3
1 · f 5

2 ; g = f ; g =ÍÎÄ (g, g′) = f 2
1 · f 4

2 .
Íàéäåì ñîìíîæèòåëü ïîëèíîìà f , èìåþùèé 1-þ ñòåïåíü.

out[1] =
f 3
1 · f 5

2

f 2
1 · f 4

2

= f1 · f2 ; f = f 2
1 · f 4

2 ; g =ÍÎÄ (g, g′) = f1 · f 3
2 .

Íàéäåì ñîìíîæèòåëü ïîëèíîìà f , èìåþùèé 2-þ ñòåïåíü.

out[2] =
f 2
1 · f 4

2

f1 · f 3
2

= f1 · f2 ; f = f1 · f 3
2 ; g =ÍÎÄ (g, g′) = f 2

2 .

Íàéäåì ñîìíîæèòåëü ïîëèíîìà f , èìåþùèé 3-þ ñòåïåíü.

out[3] =
f 1
1 · f 3

2

f 2
2

= f1 · f2 ; f = f 2
2 ; g =ÍÎÄ (g, g′) = f2.

Íàéäåì ñîìíîæèòåëü ïîëèíîìà f , èìåþùèé 4-þ ñòåïåíü.

out[4] =
f 2
2

f2
= f2 ; f = f2 ; g =ÍÎÄ (g, g′) = 1.

Íàéäåì ñîìíîæèòåëü ïîëèíîìà f , èìåþùèé 5-þ ñòåïåíü.

out[5] =
f2
1

= f2.

Ñðåäè ïîëèíîìîâ ìàññèâà out âûäåëèì ñîìíîæèòåëè ïîëèíîìà f .



Ìíîæèòåëü out[5] = f2 âõîäèò â ïîëèíîì f ñ êðàòíîñòüþ 5. Ïîäåëèì îñòàëüíûå
ïîëèíîìû ìàññèâà out íà out[5]. Òîãäà ìàññèâ out ïðèìåò âèä:

out[1] = f1, out[2] = f1, out[3] = f1, out[4] = 1, out[5] = f2.

Ìíîæèòåëü out[3] = f1 âõîäèò â ïîëèíîì f ñ êðàòíîñòüþ 3. Ïîäåëèì îñòàëüíûå
ïîëèíîìû ìàññèâà out íà out[3]. Òîãäà ìàññèâ out ïðèìåò âèä:

out[1] = 1, out[2] = 1, out[3] = f1, out[4] = 1, out[5] = f2.

Â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî ïîëèíîì f = out[5]5 · out[3]3 = f 3
1 · f 5

2 .

2.3 Àëãîðèòì Ìóññåðà

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì Ìóññåðà, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëèòü êðàòíûå ñîìíîæèòåëè ïîëèíîìà
F (x1, ..., xn) [12].

Àëãîðèòì

Algorithm Musser (f,R)

Input: f ∈ R,R = Z[x1, ..., xn]

Output: result_factors[ ] = fj, result_powers[ ] = sj
index :=Number_Variable (f);

a := D(f, index); c :=GCD (f, a); w :=
f

c
; k := 1;

while (c 6= 1) do{ g :=GCD (w, c); fk :=
w

g
; k := k + 1; w := g; c :=

c

g
; }

fk := w;

Ïðèìåð.
Ïóñòü äàí ïîëèíîì f(x1, · · · , xn) = f1(x1, · · · , xn)3 · f2(x1, · · · , xn) · f3(x1, · · · , xn)2 ,

f1, f2, f3 �íåïðèâîäèìûå ñîìíîæèòåëè. Â êà÷åñòâå ñòàðøåé ïåðåìåííîé âîçüìåì x1 è
áóäåì âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå ïîëèíîìîâ ïî ýòîé ïåðåìåííîé.

c =ÍÎÄ (f, f ′) = f 2
1 · f3 ; w =

f

c
=
f 3
1 · f2 · f 2

3

f 2
1 · f3

.

Íàéäåì ìíîæèòåëü êðàòíîñòè 1.

g =ÍÎÄ (w, c) = f1 · f2 ; out_[1] =
w

c
=
f1 · f2 · f3
f1 · f3

= f2 ; w = f1 · f3 ; c =
c

g
=
f 2
1 · f3
f1 · f3

=

f1.

Íàéäåì ìíîæèòåëü êðàòíîñòè 2.

g =ÍÎÄ (w, c) = f1 ; out_[2] =
w

c
=
f1 · f3
f1

= f3 ; w = f1 ; c =
c

g
=
f1
f1

= 1.

Ïîëó÷èì ìíîæèòåëü out_[3] = f1 êðàòíîñòè 3.

Ïîëó÷èëè ìíîæèòåëè out_[1], out_[2], out_[3] êðàòíîñòè 1, 2, 3 . Òàêèì îáðàçîì, ïîëè-
íîì f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f = f 3

1 · f2 · f 2
3 .

2.4 Àëãîðèòì Þía

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì Þía âûäåëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé ïîëèíîìà [13].



Àëãîðèòì

Algorithm Yun (f,R)
Input: f ∈ R,R = Z[x1, ..., xn]
Output: result_factors[ ] = fi, result_powers[ ] = si
index :=Number_Variable (f);

a :=D (f, index); c :=GCD (f, a); w :=
f

c
; v :=

a

c
;

u := v−D (w, index); k := 1; j := 0;
while (u 6= 0) do{

g :=GCD (w, u);
if (g 6= 1){ result_factors[j] := g; result_powers[j] := k; j := j + 1; }
k := k + 1; w :=

w

g
; v :=

u

g
; u := v−D (w, index); }

result_factors[j] := w; result_powers[j] := k;
return result_factors, result_powers.

3 Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

Â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Mathpar èìåþòñÿ ïðîöåäóðû, ðåàëèçóþùèå àëãîðèòìû
âû÷èñëåíèÿ êðàòíûõ ìíîæèòåëåé: ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì, àëãîðèòì Áåéêñà, àëãîðèòì
Ìóññåðà è àëãîðèòì Þíà. Ýòè ïðîöåäóðû ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêå Java.

Áûëè ïðîâåäåíû ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ñðàâíèâàëîñü áûñòðîäåéñòâèå ýòèõ
ïðîöåäóð. Â ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàëñÿ êîìïüþòåð Intel(R) Core(TM)2 Duo T4200,
2.00GHz, 2 Ãáàéòà ÎÇÓ, ÎÑ Linux Ubuntu 11.04.

Íèæå â òàáë. 1�5 ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S � ñòàí-
äàðòíûé àëãîðèòì, BS � àëãîðèòì Áåéêñà, M � àëãîðèòì Ìóññåðà, Y � àëãîðèòì Þíà.
Â òàáë. 1�5 ïðèâåäåíî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóð âûäåëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé â
ñåêóíäàõ.

Ýêñïåðèìåíò 1. Â ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçîâàëñÿ ïîëèíîì F (x) = f(x)ni , ãäå f(x) �
ëèíåéíûé ïîëèíîì ñ 5-ðàçðÿäíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ïðîöåññå ýêñïåðèìåíòà èçìåíÿ-
ëèñü ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: ni � êðàòíîñòü ïîëèíîìà f(x) , èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ
100, 200, 500, 1000, 1500, 2000.

Òàáëèöà 1
Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà,

àëãîðèòìà Áåéêñà, àëãîðèòìà Ìóññåðà è àëãîðèòìà Þíà

F (x) = f(x)ni

ni S BS M Y
100 0.5 0.48 0.5 0.115
200 1.3 1.26 1.29 0.17
500 2.8 1.8 2.95 0.38
1000 12.29 3.67 13.95 1.05
1500 38.6 8.39 43.8 2.15
2000 94.26 18.09 102 5.57

Àëãîðèòì Þíà áûñòðåå îñòàëüíûõ àëãîðèòìîâ, ïðè÷åì ïðè âîçðàñòàíèè êðàòíîñòè ni
ïîëèíîìà f(x) âîçðàñòàåò è ðàçíèöà. Íàïðèìåð, ïðè ni = 100 àëãîðèòì Þíà áûñòðåå



ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà â 4.3 ðàçà, à ïðè ni = 2000 â 16.9 ðàçà. Åñëè ñðàâíèâàòü ñòàí-
äàðòíûé àëãîðèòì è àëãîðèòì Áåéêñà, òî èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè êðàòíîñòè
àëãîðèòì Áåéêñà áûñòðåå ïðè ni = 500 â 1.5 ðàçà, à ïðè ni = 2000 � â 5.2 ðàçà.

Ýêñïåðèìåíò 2. Â ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçîâàëñÿ ïîëèíîì F (x) = f1(x)nif2(x)nj , ãäå
f1(x), f2(x) � ëèíåéíûå ïîëèíîìû ñ 5-ðàçðÿäíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ïðîöåññå ýêñïåðè-
ìåíòà èçìåíÿëèñü ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: ni, nj � êðàòíîñòè ñîìíîæèòåëåé f1(x), f2(x)
ñîîòâåòñòâåííî, èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ: ni = {100, 150, 200, 500, 1000} ,
nj = {150, 200, 250, 700, 1500} .

Òàáëèöà 2
Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà,

óëó÷øåííîãî ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà, àëãîðèòìà Ìóññåðà è àëãîðèòìà Þíà

F (x) = f1(x)nif2(x)nj

ni, nj S BS M Y
100, 150 1.4 1.39 1.4 0.25
150, 200 1.9 1.66 1.8 0.34
200, 250 2.4 1.95 2.35 0.45
500, 700 21 7.6 20.8 1.97
1000, 1500 183 51 183 16

Èç òàáë. 2 âèäíî, ÷òî àëãîðèòì Þíà âûèãðûâàåò ó îñòàëüíûõ àëãîðèòìîâ, ïðè÷åì
ïðè ni = 100, nj = 150 âûèãðûø ñîñòàâëÿåò 5.6 ðàçà. Ïðè ni = 1000, nj = 1500 ðàçíèöà
ìåæäó àëãîðèòìîì Þíà è àëãîðèòìîì Áåéêñà ñîñòàâëÿåò 3.1 ðàçà. Òàêèì îáðàçîì ïðè
óâåëè÷åíèè êðàòíîñòè ñîìíîæèòåëåé ïîñòåïåííî ðàçíèöà ìåæäó àëãîðèòìîì Áåéêñà è
àëãîðèòìîì Þíà óìåíüøàåòñÿ.

Ýêñïåðèìåíò 3. Â ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçîâàëñÿ ïîëèíîì F (x) = f1(x)nif2(x)njf3(x)ns ,
ãäå f1(x), f2(x), f3(x) � ëèíåéíûå ïîëèíîìû ñ 5-ðàçðÿäíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ïðîöåññå
ýêñïåðèìåíòà èçìåíÿëèñü ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: ni, nj, ns � êðàòíîñòè ñîìíîæèòåëåé
f1(x), f2(x), f3(x) ñîîòâåòñòâåííî, èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ: ni = {100, 400, 700} , nj =
{200, 500, 800} , ns = {300, 600, 900} .

Òàáëèöà 3
Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà,

àëãîðèòìà Áåéêñà, àëãîðèòìà Ìóññåðà è àëãîðèòìà Þíà

F (x) = f1(x)nif2(x)njf3(x)ns

ni, nj, ns S BS M Y
100, 200, 300 3.16 2.1 3.15 0.59
400, 500, 600 27.9 9 28.1 3.24
700, 800, 900 113 35.4 117 13.6

Èç òàáë. 3 âèäíî, ÷òî àëãîðèòì Þíà âûèãðûâàåò ó îñòàëüíûõ àëãîðèòìîâ. Íàïðèìåð,
ïðè ni = 100, nj = 200, ns = 300 àëãîðèòì Þíà áûñòðåå óëó÷øåííîãî ñòàíäàðòíîãî àë-
ãîðèòìà â 3.6 ðàçà, à ïðè ni = 700, nj = 800, ns = 900 � â 2.6 ðàçà. Òàêèì îáðàçîì,
ðàçíèöà ìåæäó ýòèìè àëãîðèòìàìè óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé è
óâåëè÷åíèÿ èõ êðàòíîñòåé.

Ýêñïåðèìåíò 4. Â ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçîâàëñÿ ïîëèíîì F (x) =
∏10

i=1 fi(x)nj , ãäå
fi(x) � ëèíåéíûå ïîëèíîìû ñ 5-ðàçðÿäíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ïðîöåññå ýêñïåðèìåíòà
èçìåíÿëèñü ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: nj � êðàòíîñòü ñîìíîæèòåëåé f1(x), f2(x), · · · , f10(x)
ñîîòâåòñòâåííî, èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ: nj = {20, 30, 50, 100} .



Òàáëèöà 4
Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà,

àëãîðèòìà Áåéêñà, àëãîðèòìà Ìóññåðà è àëãîðèòìà Þíà

F (x) =
∏10

i=1 fi(x)nj

ni S BS M Y
20 0.67 0.89 0.65 0.25
30 1.03 1.2 1 0.4
50 1.35 1.9 1.35 0.45
100 3.78 9.6 3.71 0.65

Èç òàáë. 4 âèäíî, ÷òî àëãîðèòì Þíà âûèãðûâàåò ó îñòàëüíûõ àëãîðèòìîâ, ïðè÷åì
ïðè nj = 20 âûèãðûø ñîñòàâëÿåò 2.6 ðàçà, à ïðè nj = 100 âûèãðûø ñîñòàâëÿåò 5.7
ðàçà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè êðàòíîñòè ñîìíîæèòåëåé ðàçðûâ ïî áûñòðîäåéñòâèþ
ìåæäó àëãîðèòìîì Þíà è îñòàëüíûìè àëãîðèòìàìè óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ýêñïåðèìåíò 5. Â ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçîâàëñÿ ïîëèíîì F (x) =
∏N

i=1 fi(x)si , ãäå
fi(x) � ïîëèíîì ñ 5-ðàçðÿäíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ïðîöåññå ýêñïåðèìåíòà èçìåíÿëèñü
ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: degxF (x) = 5 � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïåðåìåííîé x ; N � ÷èñ-
ëî ñîìíîæèòåëåé ìíîãî÷ëåíà; bf = (s1, · · · , sk) � êðàòíîñòè ñîìíîæèòåëåé, ò.å. si �
êðàòíîñòü i -îãî ñîìíîæèòåëÿ; p1 = 100 %, p2 = 50 % � ïëîòíîñòè ìíîãî÷ëåíà.

Òàáëèöà 5
Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ êðàòíûõ ñîìíîæèòåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà,

àëãîðèòìà Áåéêñà, àëãîðèòìà Ìóññåðà è àëãîðèòìà Þíà

N bf Ïëîòíîñòü 50 % Ïëîòíîñòü 100 %
S BS M Y S BS M Y

16-32 0,25 0,32 0,22 0,055 0,3 0,55 0,32 0,09
1 64-128 1,67 2,3 1,61 0,33 1,8 4,6 1,8 0,62

512-1024 250 700 240 10,5 260 1380,5 225 19
3 16-32 1,5 3,3 1,4 1,37 1,9 5,65 1,8 1,4
3 64-128 82 1113 81 67 167 2188 188 126
5 16-32 23,2 110 23 22,5 101,2 381 97,2 96

Èç òàáë. 5 âèäíî, ÷òî àëãîðèòì Þíà âûèãðûâàåò ó îñòàëüíûõ àëãîðèòìîâ. Ìîæíî
îòìåòèòü, ÷òî ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì áûñòðåå àëãîðèòìà Áåéêñà â ñëó÷àå, åñëè ïîëèíîì
íå ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ ñîìíîæèòåëåé, ïðè÷åì ÷åì áîëüøå degxfi , òåì áîëüøå ðàçíèöà
âî âðåìåíè âû÷èñëåíèé ó ýòèõ äâóõ àëãîðèòìîâ.

4 Çàêëþ÷åíèå

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ñ ïîëèíîìàìè îò îäíîé ïåðåìåííîé, ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü
ñîìíîæèòåëè áîëüøîé êðàòíîñòè.

Ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî àëãîðèòì Þíà áîëåå ýôôåê-
òèâåí, ÷åì îñòàëüíûå èññëåäóåìûå àëãîðèòìû, ïðè÷åì îí ëó÷øå îñòàëüíûõ àëãîðèòìîâ
âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ. Ðàçíèöà â áûñòðîäåéñòâèè ìåæäó àëãîðèòìîì Þíà è
îñòàëüíûìè àëãîðèòìàìè óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì êðàòíîñòè ñîìíîæèòåëåé èñõîä-
íîãî ïîëèíîìà.
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